TERZA PARTE

Sovente si ritiene che la matematica si occupi solamente di numeri e di misure; invece la matematica è sempre stata molto di più che una scienza quantitativa che si applica in campo commerciale e monetario. Quanto detto ci mostra solo l’aspetto esteriore della matematica senza pensare che la matematica è profondamente interessata e legata alla logica e alle strutture .

LA TEORIA DEI GRUPPI è uno degli importanti rami, non quantitativi, della matematica. Numerose sono le applicazioni della teoria dei Gruppi come per esempio nella cristallografia . Nelle idee della teoria dei gruppi è insito un alto grado di astrattezza e per aggirare tale difficoltà vengono adoperate le immagini geometriche dei Gruppi : i GRAFI DEI GRUPPI . In questo modo i gruppi astratti vengono resi concreti da schemi visibili che corrispondono a strutture di gruppo .

Manifestazioni concrete dei gruppi si trovano anche nelle “ arti decorative ”. Ogni disegno ornamentale che si estende su un piano ripetendo sempre uno stesso motivo fondamentale corrisponde ad un GRUPPO { nel gioco del calcio sono sempre le triangolazioni tra giocatori diversi che si ripetono  in zone diverse del campo ed inducono così una squadra ad avanzare o retrocedere } .
I disegni usati nelle carte da parati , nei tessuti, negli ornamenti architettonici sono di questo tipo. 

La realizzazione suprema di queste raffigurazioni di gruppi è l’Alhambra di Granata.

Nell’Alhambra di Granata si trova uno degli ultimi echi del ramo occidentale dell’arte musulmana; nel movimento, cioè, in cui nascono le prime immense, magnifiche moschee Safàvidi interamente rivestite di una ricchissima decorazione in ceramica colorata. L’invasione musulmana della Penisola Iberica ebbe inizio nel 711. I Mori avevano conquistato tutte le città tranne una, nel regno di Andalusia, Granada. Qualche secolo dopo prese avvio la Reconquista del territorio da parte degli Spagnoli cristiani . Nella seconda metà del XIII secolo quasi tutta  la Spagna era nuovamente riconquistata: gli Arabi avevano perso tutte le città tranne Granada. 

Reggente del sultanato di Granada era Muhammad Ibn Yusuf Ibn Ahmad Ibn Nasr, detto “ il rosso” e fondatore della dinastia Nasridi . Sul colle della Sabika, Muhammad I tracciò i confini di quella che sarebbe stata la sua residenza, l’Alhambra. Il suo nome è l’abbreviazione di Qal’at al-Hamra, che significa  “il castello rosso”, in riferimento alla tonalità dominante delle sue mura al tramonto. 

La leggenda narra che il loro colore fosse dovuto alla luce delle fiaccole che venivano accese per illuminare i tagliapietre che le costruivano di notte. Le pareti interne della sontuosa dimora sono decorate con motivi di conchiglie, fiori, stelle e scritte. La cupola, in legno di larice, ha ben 152 motivi ornamentali diversi che si ripetono molte volte come nella carta da parati. 

Vediamo ora le implicazioni matematiche e le connessioni schematiche esistenti tra le carte da parati « Fig. 1 » con il gioco del calcio. 
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       Fig. 1   La Figura mostra il GRAFO di una carta da parati formato con due triangoli
                        diversi ( tratteggiati in orizzontale e in verticale ) e da esagoni. 

 Ci sono 24 Gruppi della carta da parati: 17 Grafi che si estendono sull’intero piano e 7 che si ripetono solo su una striscia infinita .

La figura 1 può essere estesa su un’area abbastanza grande come il campo di calcio.

Le linee di colore rosso, blu e verde indicano, in modo (volutamente) approssimativo, alcune triangolazioni possibili durante una partita di calcio. Le iterazioni di tali triangoli [ Fig. 1 ] all’interno di parabole, ellissi e rispettive tangenti, associate ad sistema dinamico con relative equazioni differenziali del secondo ordine danno tutte le configurazioni {ossia tutte le  triangolazioni  che possono essere effettuate, senza essere intercettati, ivi comprese quelle per andare in porta: sono passaggi matematici e figure ad esse collegate che rimangono  strettamente personali. }
La teoria dei gruppi ebbe uno sviluppo molto lento: intorno al 1830 la teoria fece un gigantesco balzo in avanti ad opera dei matematici Galois e Abel. Da allora i concetti base si sono sviluppati ed estesi nei campi più diversi. 

Nella matematica moderna e in particolare in Topologia, si dice Grafo la figura costituita da punti detti vertici o nodi [nel mondo del calcio qualche allenatore ad alto livello li chiama Cunei ) e da tratti di linee che uniscono alcuni dei vertici detti Lati.

La teoria dei gruppi è un capitolo fondamentale per tutta la matematica. In questo studio [calcio e scienza] è stato preso in esame e adattato alla bisogna un gruppo i cui elementi sono i movimenti di una figura geometrica. 

La figura geometrica in questione è il triangolo perché lo ritengo l’elemento fondamentale per giocare a calcio; infatti le triangolazioni non sono altro che una successione di triangoli. E’ da tener presente anche il fatto che tutte le figure piane, cioè tutti i poligoni, sono costituiti da due o più triangoli . Dall’elaborazione dei poligoni { quadrilateri in particolare } nascono tutti gli schemi di gioco possibili, ivi compresi alberi di Natale, diagonali e quant’altro.  Questa procedura è stata necessariamente agganciata al concetto di Iterazione . 

L’iterazione infatti è un procedimento che consiste nel calcolare più volte la stessa funzione [una funzione è un’operazione, o una serie di operazioni, applicate a valori assegnati ] . Per esempio, l’iterazione della funzione radice quadrata di un certo numero iniziale y consiste nel premere molte volte il tasto 
[image: image2.wmf] e si ottiene, dopo un certo numero di volte, sempre il numero 1 {diciamo allora che la funzione radice quadrata tende sempre al numero 1 qualunque sia il numero, positivo, di partenza} : l’iterazione della funzione seno tende a zero, le successive iterazioni [triangolazioni] di una squadra di calcio devono tendere al gol . In generale l’iterazione delle funzioni è legata strettamente alla teoria delle equazioni differenziali, le quali forniscono gli strumenti per studiare la traiettoria degli oggetti in moto [ nel nostro caso movimento del pallone e dei giocatori] . I nostri procedimenti iterativi descrivono un sistema in moto. Sono state le equazioni differenziali infatti che permisero a Newton di formulare la teoria dell’attrazione gravitazionale, che a sua volta lo portò a prevedere la traiettoria e l’orbita dei corpi celesti .

Per esempio ,usando una semplice calcolatrice tascabile e scegliendo come numero di partenza il numero 5 ( o qualsiasi altro numero positivo) e premendo sempre il tasto 
[image: image3.wmf] dopo 31 volte appare il numero 1.
 Ci occupiamo ora dei disegni che riempiono l’intero piano “ campo di calcio”. Una maniera per costruire questi disegni consiste nel ricoprire il campo con poligoni regolari congruenti che sono: triangolo equilatero, quadrato ed l’esagono. Solamente queste figure geometriche soddisfano alcuni assiomi riguardanti gli schemi del gioco del calcio. Infatti, ribadisco ancora una volta che, a mio parere, il gioco del calcio si sviluppa solo attraverso triangolazioni : il quadrilatero è la somma di due triangoli, l’esagono è composto da sei triangoli e così via . La geometri euclidea ci insegna che poligono regolare ha n lati uguali ed n  angoli uguali .  

Sappiamo, inoltre, che la somma degli angoli interni  di un poligono è uguale a tanti angoli piatti (180°) quanti sono i lati diminuito di due, ossia (n-2)180° da cui consegue che ogni angolo interno è dato da (n-2)180°/n. 

Supponiamo che K di tali n-goni si incontrino in un vertice V : poiché il piano ne è ricoperto, la somma dei K angoli interni intorno a V deve essere 360°, cosicché
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Per vedere che non vi sono altre soluzioni si scriva 
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  e si osserva  che per n > 6 si ha    2 < K < 3

I disegni che ne conseguono sono associati ai gruppi di movimenti che spostano una regione fondamentale del piano in modo tale da coprire completamente il piano [ricorda grosso modo lo schema di gioco dell’attuale Barcellona di Pep Guardiola] . Se si osserva attentamente la sua squadra si vede che essa tendente ad occupare la maggior parte di campo possibile]. 

Supponendo che la regione fondamentale sia una regione quadrata S ( parte del campo di gioco) i movimenti base sono due :

m ) traslazione verso destra;

n ) rotazione verso l’alto .

Si può ricoprire il piano con regioni congruenti a S usando tutti i possibili prodotti dei due movimenti generatori . I prodotti sono fatti mediante l’operazione binaria della successione. Poiché abbiamo una sola regione fondamentale ma vogliamo ricoprire tutto il piano, immaginiamo che S ripeta la propria immagine in ciascuna posizione che occupa. La figura [che non si inserisce] mostra una sezione del piano durante l’operazione di copertura per mezzo di movimenti generatori m ed n . Il GRAFO del gruppo con generatori m ed n e con le relazioni di definizione danno:






[image: image13.wmf]1

1

1

=

-

-

s

mn


Il disegno mostra le immagini del centro che corrispondono ai vertici del grafo del gruppo associativo di movimenti che rappresenta la regione fondamentale sull’intero piano. E’ riconoscibile il gruppo C2∞ [ da (C∞ )(C∞) ] .
[image: image14.wmf]
Se muoviamo il quadrato fondamentale sul piano, mediante movimenti diversi dalle traslazioni, perveniamo a differenti gruppi associati al medesimo schema di quadrati che ricoprono un piano. Ad esempio, supponiamo che a indichi un ribaltamento di S attorno al suo lato s1, allora il movimento aa= a2  riporta S nella sua posizione originaria, e quindi a2 = I . Analogamente se b indica un ribaltamento di S attorno al suo lato s2 allora bb = b2 riporta S nella sua posizione originaria , quindi b2 = I  . 

 Supponiamo ora di assumere un terzo movimento base c : la traslazione di S verso l’alto, di lunghezza uguale a un lato . I tre movimenti a,b,c daranno origine allo stesso  schema generale a scacchiera , come la due traslazioni m ed n ma a gruppi corrispondenti diversi . 

Consideriamo ora una nuova regione fondamentale [mezzo quadrato o triangolo rettangolo isoscele] e come movimenti generatori :
t: una rotazione di 90° (in senso antiorario) attorno al vertice dell’angolo retto

p: una rotazione di 180° attorno al punto medio dell’ipotenusa .


Si osserva che t è di periodo 4 e p di periodo 2.

I movimenti t e p del triangolo isoscele creano un disegno che ricopre il piano.
E’ da notare che in questo caso il grafo presenta uno schema diverso perché in esso, per ricoprire il piano, sono usati poligoni di due tipi e non uno solo: in questo schema un quadrato e due ottagoni si incontrano in ciascun vertice.

Se consideriamo come regione fondamentale un rombo con un angolo di 60° e come movimenti generatori:

r) rotazione di 120° (antioraria) attorno al vertice  di uno degli angoli di 120°

s) rotazione di 120° (antioraria) attorno al vertice dell’altro angolo di 120°.



Si nota che   r3  = s3 = I

In tal caso si ottengono due figure. 

La copertura del piano per mezzo del rombo e il grafo del gruppo dei movimenti generato da  r   e da   s . 

Il grafo ha due triangoli diversi (uno formato dai segmenti  r, l’altro dai segmenti s

1) Il grafo ha due triangoli diversi [uno formato dai segmenti r , l’altro dai segmenti  s]

2) due esagoni in ciascun vertice .
 Si sono poi eseguiti, in successione, traslazioni, ribaltamenti e rotazioni della regione fondamentale i cui angoli di rotazione ( che ho chiamato angoli limite), i cui calcoli e le cui figure non sono mostrabili e riportabili in questa sede.



Cari lettori vi saluto e.... nel  prossimo mese di maggio vi farò vedere qualche altro schema veramente intricante.

Vittorio Cannatà
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